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 Abstrakt 
Práce se zabývá výpočtovým modelováním wedge splitting testu betonového vzorku pomocí numerické metody 
konečných prvků. Jsou řešeny různé úrovně výpočtového modelu pro různou hloubku zářezu a umístění vazeb. 
V závislosti na hloubce zářezu a různé konfiguraci podpor jsou stanoveny cesty šíření trhliny a na jejich základě 
řešena odezva vnějšího zatížení na otevření ústí trhliny/zářezu  CMOD.   
Klíčová slova 
simulace, MKP, trhlina, beton, zkušební těleso, test štípání klínem – WST, otevření ústí trhliny – CMOD 
Abstract 
The thesis focuses on the computational simulation of wedge splitting test of a concrete specimen by using finite 
element method. Different levels of numeric model for different notch depth and for different position of 
support are solved. Depending on the depth of a notch and difference of configuration, the crack paths and 
responses to an exterior load on a crack mouth opening displacement are evaluated. 
Keywords 




NAVRÁTIL, P. Modelování odezvy zkušebních těles ze stavebních materiálů při lomových 
experimentech: diplomová práce. Brno, 2011. 40 s., 0 s. příl. Vysoké učení technické v Brně. 







Tímto prohlašuji, že tuto diplomovou práci jsem vypracoval sám pod vedením svého vedoucího 
diplomové práce pana doc. Ing. Zbyňka Keršnera, CSc., na základě použité literatury. 





Prezentované výsledky byly získány v rámci projektu GA ČR P105/11/1551 Energetické 
a napjatostní aspekty kvazikřehkého lomu  důsledky pro určování lomově-mechanických 
parametrů silikátových kompozitů. 
Rád bych tímto dále poděkoval panu docentu Zbyňku Keršnerovi za cenné rady a připomínky 
při řešení této práce, dále bych rád poděkoval svým rodičům za všestrannou podporu při studiu, 


















1. Úvod .............................................................................................................................................................. 8 
2. Formulace problému .................................................................................................................................... 9 
3. Rešeršní studie výsledků pro WST ............................................................................................................. 10 
3.1 Rešerše WST - Kim et al. [10] ............................................................................................................... 10 
3.2 Rešerše – Skoček et al. [18] ................................................................................................................... 12 
3.3 Rešerše WST – Bretschneider et al. [3] ................................................................................................ 13 
4. Kritéria ke zjištění směru šíření trhliny .................................................................................................... 14 
4.1 Úvod ........................................................................................................................................................ 14 
4.1 Kritérium maximálního tangenciálního napětí [5] ............................................................................. 14 
4.3 Koncepce hustoty deformační energie (S-kritérium) [17], [21] ........................................................... 15 
4.4 Použité kritérium k predikci šíření trhliny (Richardovo) [14] ............................................................ 17 
4.5 Porovnání kritérií pro predikci úhlu šíření trhliny ............................................................................. 18 
5. Použité modely ............................................................................................................................................. 19 
5.1 Model materiálu ..................................................................................................................................... 19 
5.1.1 Kohezivní zóna ................................................................................................................................ 19 
5.2 Model geometrie ..................................................................................................................................... 19 
5.3 Model vazeb a zatížení ........................................................................................................................... 20 
5.3.1 Model predikce šíření trhliny ......................................................................................................... 20 
5.3.2 Model porušení bez uvažování kohezivní zóny – ideálně křehké porušení ................................ 22 
5.3.2 Model porušení s uvažováním kohezivní zóny – měkké zavírání oblasti čela trhliny ............... 23 
5.3.3 Model porušení s uvažováním kohezivní zóny – změna materiálových charakteristik ............. 24 
5.3.4 Model porušení s uvažováním kohezivní zóny – použití kohezivních prvků .............................. 25 
5.3.5 Model porušení s uvažováním kohezivní zóny (válcový vzorek) .................................................. 27 
6. Výsledky výpočtového modelování ............................................................................................................. 28 
6.1 Cesty trhlin vzorkem ............................................................................................................................. 28 
6.2 Model porušení bez uvažování kohezivní zóny .................................................................................... 30 
6.3 Model porušení s uvažováním kohezivní zóny – měkké zavírání oblasti čela trhliny ...................... 31 
6.4 Model porušení s uvažováním kohezivní zóny – změna materiálových charakteristik ................... 32 
6.5 Model porušení s uvažováním kohezivní zóny – použití kohezivních prvků ..................................... 33 
6.6 Model porušení s uvažováním kohezivní zóny (válcový vzorek) ......................................................... 36 
6.7 Porovnání optimálního realizovaného modelu kohezivní zóny s rešerší ........................................... 36 
7. Závěr ............................................................................................................................................................. 38 
8. Seznam použitých symbolů a značek (dle výskytu v textu) ...................................................................... 39 




Materiály na bázi cementu patří ve stavebnictví k nejpoužívanějším. Beton, tak jak ho 
známe v současné době, se začal používat od roku 1756, kdy inženýr John Smeaton 
použil při přípravě směsi portlandský cement. V Čechách byl do základů stavby poprvé 
použit beton v roce 1912 při stavbě budovy akademie věd v Praze. Vzhledem 
k obrovskému rozvoji stavebnictví je nutné stále častější určování a posuzování řady 
mechanických vlastností betonu. Tato práce prezentuje výsledky získané numerickou 
simulací pomocí metody konečných prvků tzv. wedge splitting testu (WST) pro různé 
úrovně modelů kohezivní zóny, která má významný vliv na tvar křivky, jež reprezentuje 
závislosti zatížení a otevření ústí trhliny. Jedním z významných faktorů ovlivňující tvar 
křivky je kromě kohezivní zóny také různé podepření vzorku. To znamená, že ve vzorku 
se vyskytne v závislosti na podepření ohybový moment, který má významný vliv na tvar 
křivky v Pd diagramu. V současné době, kdy ještě není přesně odladěn způsob 
podepření vzorku, je nutné tyto jevy také zahrnout do výpočtových simulací. 
WST byl ve své dnešní podobě představen v práci Brühwilera a Wittmanna [4].  
Tato experimentální metoda nepotřebuje žádné sofistikované zařízení, které by umožnilo 
dosáhnout porušení betonového vzorku. Zkušební tělesa mohou mít různou velikost  
a tvar. Obvyklé je použití vzorků ve tvaru válce nebo krychle různých rozměrů. Tato 
práce je zaměřena na krychlový vzorek o hraně 100 mm – Obr. 1 [15], [12]. 
Výpočtovým modelováním byly prokázány dvě základní možnosti porušení vzorku   
Obr. 1 [16], [13], kde zelená trhlina představuje standardní způsob porušení, přičemž na 
výpočtové modelování tohoto porušení je zaměřena předkládaná práce. Další možné 
porušení vzorku znázorňuje červená trhlina. 
 
 





a) b) c) d) 
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Pro posouzení cest šíření trhlin byly uvažovány hloubky zářezu dané parametrem  
(kap. 5.3.1) a různá konfigurace podepření vzorku, jak je vidět na Obr. 1a)  c), kde jsou 
jednotlivé vzdálenosti mezi podporami 25 mm – Obr. 1b), 50 mm – Obr. 1c) a 75 mm  
– Obr. 1d). 
Zkušební vzorky mohou být lité do forem, nebo získané odříznutím nebo odvrtáním ze 
stávající konstrukce. Postupy testování vzorků jsou důkladně zpracovány např. firmou 
Norden [12].  
Beton je materiál, který před porušením křehkým lomem neplastizuje jako kovové 
materiály, ale vykazuje podobné, avšak principielně odlišné chování. Jedná se  
o vytváření oblasti pod vrubem – čelem trhliny, která je při působení napětí o určité 
hodnotě tvořena materiálem s mikrotrhlinami. Tato oblast se dále nazývá kohezivní 
zóna [20], [2]. Lze prohlásit, že tato oblast mění své mechanické vlastnosti v důsledku 
přítomnosti mikrotrhlin. Cílem této práce je modelovat tuto oblast v programovém 
prostředí ANSYS (ANSYS Inc., Canonsburg, PA, USA). 
 
2. FORMULACE PROBLÉMU 
Řešením problémové situace pomocí výpočtového modelování metodou konečných prvků 
je odezva betonového vzorku pro WST na zatížení a vyhodnocení lomově-mechanických 
vlastností v závislosti na zatěžování. Jedná se vlastně o řešení porušení pomocí 
implicitní deformační metody MKP s využitím programového systému ANSYS. První 
úlohou, která je v rámci práce řešena, je úloha 
o kontrole, která si klade za cíl potvrdit správnost budoucího šíření trhliny vlivem 
křehkého porušení. Po ověření správnosti cesty šíření trhliny bylo možné řešit samotné 
porušování. Zde uveďme několik způsobů, jak danou úlohu řešit.  
 Prvním způsobem je explicitní MKP, kde lze simulovat porušení dle různých 
kritérií. Nutností ovšem je znalost materiálu a jeho chování při porušení. 
Takovýto MKP model se pak nastaví podle provedených experimentů na určitý 
materiál a pak lze řešit věrohodně velké množství úloh se stejným materiálem 
a typem porušení.  
 Dalším možným způsobem je řešení pomocí implicitní varianty konečných prvků, 
a to předepsáním vybrané podmínky porušení. V případě jejího splnění, tak se 
buď „zabije“ prvek (element death) nebo se uvolní příslušná vazba v uzlu, nebo se 
předepíše nějaké odpovídající zatížení, atd.  
 Jako další se nabízí možnost prostrového řešení úlohy pomocí prvků SOLID65 
(concrete elements). Jedná se o speciální 3D prvky, které popisují chování betonu, 
a s jejich pomocí lze simulovat poškození v každém elementu. Jedná se o úlohu 
velmi výpočtově náročnou, která pro použitou síť nedávala dobrou odezvu v Pd 
diagramu.  
 Poslední zde prováděnou možností je modelování porušení pomocí kontaktu nebo 
kohezivních prvků. Tento přístup je velice vhodný pro řešení delaminace 
kompozitů apod. Jeho výhodou je veliká rychlost řešení. Řešení pomocí 
kohezivních prvků, např. INTER202, je na rozdíl od předchozích simulací velice 
rychlé. Těmto prvkům se musí předepsat mechanicko-geometrické vlastnosti ve 
formě maximálního normálového napětí na rozhraní a kritická hodnota otevření 
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trhliny. Podobnou variantou je řešení pomocí kontaktních prvků, které se 
neosvědčily, jelikož jsou výrazně citlivé na vstupní data. 
 
V této práci se vyšetřuje porušení zkušebního tělesa pomocí implicitního MKP pro případ 
2D úlohy. Kohezivní zóna v tomto případě je modelována třemi způsoby: 
 Uvažováním zatížení nad a pod čelem trhliny, které bude trhlinu zavírat. Tento 
model uvádí například Karihaloo [9]. 
 Změnou materiálových vlastností pod čelem trhliny. To lze realizovat změnou 
teploty ve vzorku, pokud se předepíše takový materiál, který např. s rostoucí 
teplotou mění svůj Youngův modul pružnosti. Tím se dosáhne lokální změny 
materiálových charakteristik, které při „naladění“ materiálu na skutečnou odezvu 
z experimentu, budou lépe popisovat prováděnou zkoušku pomocí výpočtové 
simulace. 
 Pomocí kohezivních prvků INTER202, přičemž tento model kohezivní zóny je 
hojně používaný,  Karihaloo [9], [18]. 
 
3. REŠERŠNÍ STUDIE VÝSLEDKŮ PRO WST 
3.1 REŠERŠE WST - KIM ET AL. [10] 
Aby bylo možno porovnat numericky získané výsledky, je důležité mít výsledky 
experimentálně ověřené a mít je porovnány i s jinými pracovišti. Kim ve své práci uvádí 
realizaci experimentu a výpočtového modelování pro WS test, s podepřením pod vrubem. 
Pro tuto konfiguraci vazeb, avšak poněkud odlišnou geometrii, byl řešen vzorek i v této 
práci. Použitý beton byl LS (low strength), NS (normal strength) a HS (high strength), 
kde byly měřeny jak mechanické vlastnosti, tak prováděn WS test v závislosti na 
stárnutí betonu. 
Kim ve své práci použil vzorek těchto rozměrů – Obr. 2. 
 
Obr. 2 WST vzorek – Kim [10] 
Obdržené výsledky WS testu z experimentů – závislosti vodorovná síla vs. otevření ústí 
trhliny (CMOD) jsou prezentovány pro různé pevnosti betonu. Pro beton s nízkou 
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pevností je to Obr. 3a), pro beton normální pevnosti  Obr. 3b) a pro vysokopevnostní 
beton  Obr. 3c).  
 
Obr. 3 Závislost zatížení na CMOD pro různou kvalitu a stáří betonu – Kim [10] 
  
a) LS concrete 
b) NS concrete 
c) HS concrete 
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3.2 REŠERŠE – SKOČEK ET AL. [18] 
Stejně jako v předchozí kapitole, i zde byl řešen WS test betonového vzorku s podepřením 
pod zářezem. Jedná se o vzorek s hranou L = 100 mm, hloubkou zářezu a0 = 28 mm  
a rozměrem h = 50 mm, viz Obr. 4. 
 
Obr. 4 WST vzorek – Skoček [18] 
Vzorek byl uvažován jako beton s Youngovým modulem E = 38188 MPa, pevností v tahu 
 ft = 4.4586 MPa a kritickým otevřením trhliny wc = 0,268 mm. V této práci je řešen 
přístup lineární aproximace v počtu přímek, které definují multi-lineární křivku 
změkčení, tj. kolika křivkami je změkčení definováno. V práci Skoček et al. [18] je řešena 
aproximace změkčení pro N = 2,...,5 přímek. Výsledkem je křivka závislosti zatížení na 
CMOD, Obr. 5a), kde lze v detailu vidět oblast iniciace magistrální trhliny Obr. 5b). 
 
Obr. 5 Závislost dělící síly na CMOD [18] 
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3.3 REŠERŠE WST – BRETSCHNEIDER ET AL. [3] 
Stejně jako ostatní autoři, i Bretschneider ve své práci uvažuje krychlový vzorek, který je 
podepřen uprostřed (pod zářezem)  Obr. 6. Jeho charakteristický rozměr W se mění od 
100 mm do 500 mm, se standardním poměrem a/W = 0,45 (hloubka zářezu téměř do 
poloviny vzorku), jak uvádí ve své práci. Dále se tento poměr a/W měnil. Rozměry c a d 
závisí na použitém testovacím zařízení, pro krychlový vzorek je c = 30 mm a d = 30 mm, 
rozměr a se mění od 45 mm do 80 mm. 
 
Obr. 6 WS Test a schéma zkoušky [3] 
Jako materiál uvádí testovaný beton po 28 dnech s maximální velikostí frakce kameniva 
16 mm s průměrnou pevností v tlaku kubického vzorku fc = 48.2 MPa, pevnost v tahu 
uvádí přibližně jako ft = 3 MPa. Výsledek, který uvádí Bretschneider, je znázorněn na 
Obr. 7. 
 
Obr. 7 Závislost dělící síly na CMOD pro W = 100 mm a poměr a/W = 0,45 [3] 
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4. KRITÉRIA KE ZJIŠTĚNÍ SMĚRU ŠÍŘENÍ TRHLINY 
4.1 ÚVOD 
V této kapitole budou prezentována tři používaná kritéria k predikci možného směru 
šíření trhliny. Jsou to MTS kritérium, S-kritérium a Richardovo kritérium. Všechna 
kritéria používají hodnoty faktorů intenzity napětí ke svému řešení a dávají téměř 
shodné výsledky, jak bude dokumentováno dále. Equation Section (Next) 
4.1 KRITÉRIUM MAXIMÁLNÍHO TANGENCIÁLNÍHO NAPĚTÍ [5] 
Je označováno častěji jako MTS kritérium, používá se dnes stále velmi často, jeho 
formulace je jednoduchá a je ověřeno praxí. Equation Section 4 
Trhlina se podle MTS kritéria bude šířit v radiálním směru Θ = Ωs, ve kterém je hodnota 
odpovídající složky tangenciálního napětí σΘΘ maximální, tzn. musí splňovat nutnou  




0; 0; pro s
           
    
 (4.1) 
Pomocí Williamsova rozvoje lze vyjádřit tangenciální složky napětí σΘΘ v závislosti na 
módu I a II: 
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 (4.2) 
Nutná podmínka pro existenci maxima σΘΘ: 
  sin 3cos 1 0; proI s II s sK K
          
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4.3 KONCEPCE HUSTOTY DEFORMAČNÍ ENERGIE (S-KRITÉRIUM) [17], [21]  
 
Obr. 8 Souřadný systém na čele trhliny 
Souřadný systém je situován na čelo trhliny tak, že osa x leží ve směru lomové plochy, 
osa y je situována kolmo k rovině trhliny. V případě rovinné deformace jsou potom složky 
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V teorii pružnosti byl zaveden pojem objemové hustoty deformační energie (měrné 
elastické energie napjatosti) akumulované v objemu elementárního prvku 
      2 2 2 2 2 2
1 1
2 2
x y z x y x z z x xy xz yz
dW
dV E E G

                     
,
 (4.6) 
kde E je modul pružnosti v tahu a G je modul pružnosti ve smyku. Po dosazení a úpravě 
dostaneme 
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yx = xy 
r 
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kde byl zaveden součinitel hustoty deformační energie 
 
2 2 2
11 1 12 1 2 22 2 33 32S a k a k k a k a k    ,
 (4.8) 
který představuje amplitudu (nebo také intenzitu) pole hustoty deformační energie. Ta 
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kde µ je Poissonovo číslo.  
Lze dokázat, že kvadratická forma S je nezávislá na volbě součinitelů intenzity napětí  k1 
, k2 , k3 – anebo jinými slovy, že je invariantní vzhledem k součinitelům intenzity napětí. 
Uvážíme-li, že pro lineárně elastické těleso je potenciální energie vnějších sil 2L W  , 













       (4.11) 
Sih založil svoje úvahy na následujících dvou hypotézách:  
 trhlina se bude šířit ve směru maximální hustoty celkové potenciální energie 













 pro okamžik nestabilního růstu je rozhodující kritická hodnota součinitele hustoty 
deformační energie Sc [J/m2]; ta charakterizuje odpor materiálu proti růstu 
trhliny: 
  ,min 1 2 3 0konst. , , procS S k k k      (4.13) 
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Toto kriterium tedy nevyžaduje žádný další předpoklad o směru, v němž se bude trhlina 
šířit.  Tím jsou odstraněny problémy, které nastávaly u složitějších případů zatížení 
trhliny. Je nyní zřejmé, že jakékoliv lomové kritérium založené pouze na jediném 
parametru jako je k1, nemůže být postačující pro popis kombinovaných způsobů lomu. 
4.4 POUŽITÉ KRITÉRIUM K PREDIKCI ŠÍŘENÍ TRHLINY (RICHARDOVO) [14] 
V této práci je použito k predikci šíření trhliny poměrně nové kritérium, které navrhl 
profesor Richard [14] se svým kolektivem. Jeho výhodou je jednoduchost realizace 
v prostředí APDL, které používá výpočtový software ANSYS. Přestože se jedná 
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Obr. 9 Módy otevírání trhliny a predikované úhly 
Jelikož se řeší rovinná úloha v podmínce rovinné deformace, je součinitel faktoru 
intenzity napětí KIII roven nule, přičemž byl použit vztah pro Richardovo kriterium 
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4.5 POROVNÁNÍ KRITÉRIÍ PRO PREDIKCI ÚHLU ŠÍŘENÍ TRHLINY 
Richardovo kritérium je porovnáno s MTS kritériem a Sihovým kritériem (S-kritérium) 
pro predikci směru šíření trhliny  viz Obr. 10. 
 
Obr. 10 Porovnání jednotlivých kritérií pro predikci směru šíření 
Z porovnání kriterií lze vidět, že Richardovo kriterium a MTS vycházejí téměř identicky, 
naproti tomu Sihovo predikuje větší úhel, avšak trend všech křivek je stejný. 
  








































5. POUŽITÉ MODELY  
V souladu s teorií modelování se výpočtový model skládá z dílčích modelů [8]. V této 
práci byl proto použit model materiálu, model geometrie a model vazeb a zatížení 
betonového vzorku pro WST.  
5.1 MODEL MATERIÁLU 
Jelikož je použitým materiálem beton, tak i model materiálu odpovídá jeho 
materiálovým charakteristikám. Ve všech případech je uvažován materiál, který je 
homogenní, izotropní, a lineárně-elastický. Použité materiálové charakteristiky betonu 
jsou dány Youngůvým modulem pružnosti E = 30,3 GPa, Poissonovým číslem  = 0,2; 
pevností betonu v tahu ft = 2,3 MPa a pevností betonu v tlaku fc = 25,5 MPa.  
Výpočtový software ANSYS sice umožňuje ve své implicitní formě zadat materiál se 
zpevněním, avšak pouze pro případ, pokud má tečna křivky, která materiál definuje 
kladnou nebo nulovou derivaci, tudíž běžným způsobem nelze zadat materiál, který by 
vlivem zatížení změkčoval. Existují způsoby, jak řešit úlohu v oblasti změkčení, avšak 
jedná se pouze o lokální oscilace křivky pracovního diagramu materiálu.  
5.1.1 Kohezivní zóna  
Lomová procesní zóna se projevuje jako lokální změkčení materiálu v důsledku vzniku 
mikrotrhlin před čelem magistrální trhliny, Obr. 11. Základním parametrem 
kohezivních modelů je lomová energie Gf, kterou lze v určitých případech považovat za 
materiálovou konstantu [9], [20].  
 
Obr. 11 Schematické znázornění kohezivní zóny 
 
5.2 MODEL GEOMETRIE  
Jako model geometrie slouží dva typy vzorků, krychlový vzorek o hraně 100 mm 
 a válcový vzorek o průměru 100 mm. V této práci je použit rovinný (2D) model geometrie 
v podmínce rovinné deformace. Pro řešení predikce šíření trhliny byly použity 
kvadratické prvky PLANE183, kde byly zjištěny lomové parametry na čele trhliny 






modelování kohezivní zóny byly použity lineární prvky PLANE182 a vázané teplotně-
strukturální prvky PLANE13.  
5.3 MODEL VAZEB A ZATÍŽENÍ  
5.3.1 Model predikce šíření trhliny 
Pro případ predikce šíření trhliny byl použit přístup lineární lomové mechaniky [6], [1], 
[7]. Je použit plný model v podmínce rovinné deformace, který je zatěžován tvrdě,  
tj. deformačně, posunutím u = 0,01 mm, který přírůstkově roste spolu s rostoucí trhlinou 
v závislosti na počtu kroků do hodnoty 0,2 mm. Jako vazba slouží okrajová podmínka 
zabraňující v místě podepření posuvu v ose x a y – Obr. 3. Pro tento model jsou 
uvažovány všechny typy podpor uvedených na Obr. 12. Sleduje se růst trhliny 
v závislosti na měnící se hloubce zářezu, který je dán bezrozměrným parametrem  
 = 0,2; 0,25; 0,33 a 0,5 podle Seitl et al. [15] a Veselý et al. [19]. 
 
Obr. 12 Rozměry řešeného vzorku pro WST 
Šíření trhliny iniciované křehkým porušením se řeší – jak bylo zmíněno  za použití 
Richardova kriteria [14], které je porovnáno s ostatními kriterii v kapitole 4.5. Toto 
relativně nové kriterium bylo použito, protože jeho operační složitost a implementace do 
APDL prostředí programu ANSYS je nejjednodušší.  
Avšak problémem, který nastal, bylo určení šíření trhliny z vrubu. Tento problém  
se obvykle řeší za použití koncepce hustoty deformační energie  H-faktoru, který řeší 
autoři Klusák a Knésl [11]. Pro složitost tohoto přístupu bylo použito řešení méně 
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Princip použité metody spočívá v tom, že již uvažujeme malou přímou trhlinu vzniklou 
ve vrubu. Mění se poloha trhliny (její natočení) ve vrubu a vyhodnocuje se velikost 
predikovaného úhlu šíření trhliny. Hledá se takový úhel, při kterém bude faktor 
intenzity napětí pro druhý mód KII nulový (co nejblíže nule), tj. výsledný predikovaný 
úhel šíření   0° vzhledem k ose x  – Obr. 13. 
 
Obr. 13 Schematické znázornění řešení směru trhliny z vrubu 
Po stanovení úhlu, kterým se bude trhlina z vrubu šířit, následuje simulace jejího šíření. 
Pro řešení této úlohy byl použit kvadratický prvek PLANE183 a pro řešení faktorů 
intenzity napětí byla použita zmíněná nepřímá metoda. Na obrázku Obr. 14 
je znázorněna použitá MKP síť. 
 
 
Obr. 14 Použitá síť pro řešení predikce cest trhlin 
uy = 0 
ux = 0 
u  u  




5.3.2 Model porušení bez uvažování kohezivní zóny – ideálně křehké porušení  
Dalším realizovaným modelem je model porušení bez uvažování kohezivní zóny, což 
odpovídá porušení ideálně křehkého materiálu – např. ztvrdlé cementové pasty, skla, 
apod. Jedná se opět o rovinný (2D) model v podmínce rovinné deformace. Je však 
uvažován další předpoklad a to takový, že pokud je vzorek symetrický, jak z hlediska 
zatížení a vazeb, tak z hlediska geometrie, bude se těleso porušovat také symetricky. 
Zatížení je realizováno jako tvrdé a inkrementální v jednotlivých krocích zatěžování. 
Ideálně tuhý klín se po malých stejných krocích posouvá a rozevírá čelisti, které jsou 
s ním v kontaktu. V oblasti, kde je realizováno porušení, jsou předepsány podmínky 
symetrie. Porušení se modeluje tak, že se z uzlu podmínka symetrie ux = 0 odstraní, 
pokud síla v uzlu překročí limitní hodnotu: Equation Section (Next) 
 mezní t prvkuF f l  ,
 (5.1) 
kde lprvku je délka prvku, tj. vzdálenost od uzlu k uzlu lineárního prvku, dle Obr. 15. 
 
Obr. 15 Schéma realizovaného výpočtového modelu 
Čelisti vzorku jsou upraveny tak, aby simulovaly dotyk klínu s ložisky. Mezi klínem 
a kruhově upravenými čelistmi je předepsán standardní kontakt bez uvažování tření. 
Díky této geometrické konfiguraci vykonává model při deformaci pohyb, který by 
vykonával při skutečném zatížení. Pro modely uvedené v kapitolách 3.3.1 až 3.3.3 je síť 






Dokonale tuhý klín 
ui+1=ui+u 
ux = 0 
uy = 0 
un+1=un+u 
ux = 0 
uy = 0 
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Obr. 16 Použitá síť 
5.3.2 Model porušení s uvažováním kohezivní zóny – měkké zavírání oblasti čela trhliny  
Prvním případem modelování kohezivní zóny je případ, kdy se oblast u čela trhliny 
zavírá silovým zatížením. Tuto myšlenku popisuje ve své knize Karihaloo [9]. Kohezivní 
zóna je oblast, kde se tvoří mikrotrhliny, které následně vytváří větší magistrální 
trhlinu. V tomto modelu je použito lineární zatížení, které uzavírá čelo trhliny  Obr. 17. 
Toto zatížení nabývá své maximální hodnoty právě v uzlu, který tvoří čelo trhliny. Tato 
hodnota odpovídá velikosti Fmezní. Velikost kohezivní zóny byla v modelovaném případě 
předepsána na 1,5 mm, ale lze ji parametricky měnit.  
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Obr. 17 Schéma realizovaného výpočtového modelu 
5.3.3 Model porušení s uvažováním kohezivní zóny – změna materiálových 
charakteristik  
Dalším řešeným modelem kohezivní zóny je model, ve kterém se pod čelem trhliny mění 
materiálové charakteristiky. A to v tomto případě tak, že je definována hodnota 
Youngova modulu pružnosti E v závislosti na teplotě, a určujícím parametrem, jak hodně 
do hloubky bude materiál ovlivněn, slouží hodnota součinitele tepelné vodivosti . Čím je 
hodnota   větší, tím větší hloubka materiálu vzorku je ovlivněna. Samozřejmě záleží na 
použité závislosti Youngova modulu pružnosti na teplotě, díky čemuž lze dosáhnout 
velké variability chování kohezivní zóny. Je nutné podotknout, že úloha se musí řešit 
přes vázané teplotně-strukturální prvky, např. PLANE13 jako v tomto případě. Takže 
v tomto modelu teplota ovlivňuje pouze chování modulu pružnosti E a všech veličin na 
něm závislých. Model představuje nejvyšší použitou úroveň, která byla řešena, jelikož 
předmětem řešení je i kohezivní zóna a její chování v určité oblasti pod čelem trhliny 







Dokonale tuhý klín 
ui+1=ui+u 
ux = 0 
uy = 0 
un+1=un+u 
ux = 0 
uy = 0 








Obr. 18 Schéma realizovaného výpočtového modelu 
Pro řešený případ byla závislost modulu pružnosti E na teplotě lineární a s teplotou 
modul pružnosti E klesal na polovinu své hodnoty nebo stoupal na dvojnásobek 
v závislosti na teplotě. 
 
5.3.4 Model porušení s uvažováním kohezivní zóny – použití kohezivních prvků  
Posledním řešeným modelem kohezivní zóny je model, kde se kohezivní zóna předepisuje 
pomocí speciálních kohezivních prvků. V softwaru ANSYS je tato skupina prvků 
označena jako INTER. Tyto prvky se aplikují na rozhraní dvou konečno-prvkových sítí, 
které mají na hranici společné uzly. Na vybrané hranici se předepíše realizace INTER 
prvků pomocí příkazu CZMESH. Konečno-prvkový model byl realizován podobně jako 
modely předchozí s tím, že je nutné zachovat symetrické podmínky. Jelikož se jedná 
o typ prvku, který „proroste“ sítí, je nutné symetrii realizovat jiným způsobem, který je 
patrný z Obr. 19. Hlavním rozdílem oproti předchozím analýzám, které se řeší jako 
statické s velmi malým přírůstkem, je tato analýza řešena jako transientní, kde se do 
tabulky předepíše závislost posuvu klínu na čase. Tato analýza je nejrychlejší ze zde 
uvedených, jelikož není potřeba tak jemná síť v místě trhliny a neřeší se zde tolik dílčích 






Dokonale tuhý klín 
ui+1=ui+u 
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kohezivní zóna 
T = 100° 
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Obr. 19 Schéma realizovaného výpočtového modelu 
 
Obr. 20 Použitá MKP síť s detaily 
Při řešení této analýzy byl zanedbán vliv tečného posunutí prvku t – viz Obr. 21. Jako 
vstupní data pro definování prvku sloužila hodnota kritického otevření trhliny, která je 
shodná s normálovým posunutím prvku – n = wc = 0,01 mm a maximální hodnota napětí 
pevnosti betonu v tahu ft = 2,3 MPa, pro normálový směr. Pro řešení případů, kdy je 
vzdálenost podpor větší než 0, je významný vliv předepsaného tangenciálního posunutí 
u(t=0) = 0 mm 
u(t=1) = 0,3 mm 
ux = 0 
uy = 0 
uy = 0 
INTER prvky 
Část vzorku, kde každému 
uzlu je předepsán posuv 
v ose x a y nula 
ux = 0 
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prvku t. Pro zde uvedené analýzy se předpokládá t  = 0. Znázornění INTER202 prvku je 
na Obr. 21, viz Ansys user manual [2]. 
 
Obr. 21 Schematické znázornění prvku INTER202 
Z této analýzy bylo získáno větší množství výsledků než z analýz předchozích, díky její 
rychlosti. Jelikož ANSYS nepodporuje materiál, který je definován jako změkčující pro 
implicitní řešení, je toto jedna z možností, jak takové úlohy řešit.  
5.3.5 Model porušení s uvažováním kohezivní zóny (válcový vzorek) 
Abychom mohli porovnat rozdíl mezi odezvou válcového a krychlového vzorku, byl zvolen 
vzorek válcový v podmínce rovinné deformace. U tohoto vzorku je uvažováno podepření 
pouze v místě pod zářezem. Válcový vzorek je řešen analogicky jako v kapitole 3.3.4, jen 
s tím rozdílem, že geometrií není čtverec, ale kruh – Obr. 22 a Obr. 23. 
 
Obr. 22 Schéma realizovaného výpočtového modelu 
u(t=0) = 0 mm 
u(t=1) = 0,3 mm 
ux = 0 
uy = 0 
uy = 0 
INTER prvky 
Část vzorku, kde každému 
uzlu je předepsán posuv 
v ose x a y nula 

















Nedeformovaný stav Deformovaný stav 
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Obr. 23 Použitá síť 
6. VÝSLEDKY VÝPOČTOVÉHO MODELOVÁNÍ  
6.1 CESTY TRHLIN VZORKEM 
První podkapitola je věnována výsledkům získaných pomocí lineární elastické lomové 
mechaniky s využitím K-koncepce. Byly řešeny všechny uvažované konfigurace 
podepření a hloubky zářezů vzorku. 
Pomocí výpočtového modelování byly řešeny dráhy trhlin celkem pro 16 vzorků 
(4 hloubky zářezů, 4 varianty podepření). 
 




Pro lepší názornost jsou cesty trhlin pro jednotlivé konfigurace geometrie a vazeb 
znázorněny do grafů Obr. 25a)–d). Použitý souřadný systém je znázorněn na Obr. 24. 
Z grafů na Obr. 25 je patrné, že nejstabilnější cesta trhliny je při vzdálenosti podpor 25 
mm, ale tato trhlina má tendenci se stáčet co nejvíce směrem od středu. „Nejstabilnější“ 
trhlina z hlediska cesty, kterou koná, je pro případ podepření pod provedeným zářezem, 
tj. jedna podpora, na Obr. 25 je označena jako vzdálenost 0 mm. Právě tato konfigurace 
je z hlediska porušení nejvíce stabilní pro všechny řešené hloubky zářezů, tj.  = 0,2; 
0,25; 0,33 a 0,5. Dále lze vidět, že největší stability dosahuje trhlina při zářezu, který je 
co největší tj.  = 0,5. Z toho lze usoudit, že prováděné zkoušky je výhodnější realizovat 
s jednou vazbou pod vzorkem a zářezem, který je co největší. Ostatně i v provedených 
rešerších, viz kap. 3.1, 3.2 a 3.3, používají autoři vzorek, který je taktéž podepřen pod 
provedeným zářezem, tj. za pomocí jedné podpory, a hloubku zářezu používají jako 
poloviční délkový rozměr hrany vzorku. Z toho lze usuzovat, že právě tato kombinace 
vstupních parametrů, tj. jedna podpora uprostřed a hloubka zářezu  = 0,5 je optimální 
z hlediska zkoušky. 
 




6.2 MODEL PORUŠENÍ BEZ UVAŽOVÁNÍ KOHEZIVNÍ ZÓNY 
Graf na Obr. 26 reprezentuje chování materiálu bez kohezivní zóny. Takovýto výsledek 
by mohl být postačující pro materiál, který se chová ideálně křehce, tj. zmíněná ztvrdlá 
cementová pasta, sklo, apod.  
 
 
Obr. 26 Graf závislosti dělící síly na CMOD bez uvažování kohezivní zony 
Avšak při porovnání obdržených výsledků pomocí tohoto modelu je velice nepřesné ve 
srovnání s rešerší – kapitola 3. Přestože dělící síla, která je měřená na čelistech, řádově 
odpovídá, tak otevření ústí trhliny CMOD absolutně nekoresponduje s pozorovaným 
chováním. Z toho se dá usuzovat, že tento model je pro takovéto případy porušení 









6.3 MODEL PORUŠENÍ S UVAŽOVÁNÍM KOHEZIVNÍ ZÓNY – MĚKKÉ ZAVÍRÁNÍ 
OBLASTI ČELA TRHLINY 
V tomto modelu je uvažován vliv kohezivní zóny za použití přídavného silového zatížení, 
které zavírá čelo trhliny. Na rozdíl od výsledků z předchozí kapitoly, je zde patrný pokles 
maxima křivky a jeho posun směrem k nižším hodnotám kritického otevření ústí trhliny 
– CMOD, Obr. 27. Avšak ani tento model nevystihuje věrně skutečnost, která je uvedena 
v rešeršní studii, ale této skutečnosti se blíží více než předchozí model. 
 
Obr. 27 Graf závislosti dělící síly na CMOD – měkké zavírání čela trhliny 
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6.4 MODEL PORUŠENÍ S UVAŽOVÁNÍM KOHEZIVNÍ ZÓNY – ZMĚNA 
MATERIÁLOVÝCH CHARAKTERISTIK 
Vliv kohezivní zóny je řešen pomocí teplotního pole pro dva případy. A to, když Youngův 
modul pružnosti se vzrůstající teplotou klesá – Obr. 28, tudíž materiál v ovlivněné 
oblasti změkčuje, a oproti tomu případ, kdy Youngův modul pružnosti se vzrůstající 
teplotou roste, tudíž materiál v tepelně ovlivněné oblasti zpevňuje – Obr. 29. Řešení 
modelu změkčujícího materiálu (Obr. 28) se vyznačuje tím, že maximální hodnota oproti 
předchozím případům vzrostla, a hodnota CMOD, která maximu odpovídá je posunuta 
více vpravo – tj. do vyšších hodnot. Patrný je i malý skok v rostoucí větvi, který je 
způsoben zavedením teplotního pole na místo budoucího porušení. Jelikož byl model 
inkrementální, tak malá změna teploty a s ní odpovídající změna materiálu, změnila 
okolní tuhost vzorku, a tím způsobila skok v grafu. 
 
Obr. 28 Graf závislosti dělící síly na CMOD – změkčení vlivem teploty 
Naproti tomu pro případ zpevňujícího materiálu (E s teplotou roste) byl obdržen 
výsledek, který lze vidět na Obr. 29. Stejně jako v předchozím případě byla zavedena 
teplota, která se postupně zvyšovala, tím pádem Youngův modul rostl a oblast ovlivnění 
se také zvětšila. První zavedení teploty je jasně patrné z grafu na Obr. 29, kde způsobí 
zlom a trhlina se začne uzavírat, tudíž je třeba vyšší dělící síly k otevření trhliny. Se 
vzrůstajícím zatížením však roste i teplota, materiál zpevňuje, a tudíž klade větší odpor 
k otevření, a to do té doby, dokud se ohřev neustálí na konstantní teplotě. Je tedy patrné, 
že se Youngův modul pružnosti dál nemění, což v grafu na Obr. 29 reprezentuje jeho 
maximum. Pak již následuje pozvolné otevírání trhliny vlivem zatížení. Stejně jako pro 
případ změkčující, tak zpevňující model nevyhovuje rešeršním studiím. 
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Obr. 29 Graf závislosti dělící síly na CMOD – zpevnění vlivem teploty 
6.5 MODEL PORUŠENÍ S UVAŽOVÁNÍM KOHEZIVNÍ ZÓNY – POUŽITÍ KOHEZIVNÍCH 
PRVKŮ 
Pro tento model a realizaci řešení byly použity kohezivní prvky INTER202. Řešení bylo 
realizováno jako transientní v čase 0 až 1 sekunda, kdy se trhlina otevírala z 0 mm 
v čase 0 s do hodnoty 0.25 mm v čase 1 s. Řešení, jelikož je extrémně rychlé oproti 
předchozím simulacím, je realizováno pro všechny uvažované hloubky zářezů  
a topologickou konfiguraci umístění podpor – Obr. 1. Výsledky pro všechny konfigurace 
podpor jsou uvedeny v následujících grafech  Obr. 30. Je zde znázorněn průběh, který 
dává dobrou shodu s rešeršní studií, tj. křivky jsou podobné, mají stejný trend, hodnota 
dělící síly je řádově stejná, hodnota CMOD odpovídá provedené rešerši. Avšak grafy pro 
jinou konfiguraci podpor, než pro podporu pod zářezem (vzdálenost 0 mm), dávají 
odchylnější výsledky. Trend křivek má pak rostoucí charakter pro hodnoty CMOD 0,05 
mm a větší, se zvětšující se vzdáleností podpor. To by znamenalo, že materiál po 
porušení a lomu začne zpevňovat. 
Tato okolnost je způsobena tím, že předpokládáme tangenciální posunutí prvku t = 0. 
Pro případ jedné podpory se ukázalo, že hodnota t nemá na řešení vliv, avšak pokud je 






Obr. 30 Grafy závislosti dělící síly na CMOD pro různou hloubku zářezu a vzdálenost podpor 
Aby byl ukázán vliv tečného posuvu prvku t, tak na Obr. 31a) jsou zobrazeny závislosti 
dělící síly na CMOD pro vzdálenost podpor 75 mm pro hodnotou t = 0,02 mm Obr. 31b),  
t = 0,01 mm Obr. 31c) a celkového posuvu prvku 
2 2 0,01 mmt nu     , kde je 









Obr. 31 Modifikace pomocí tečného posunutí a změny hodnoty normálového napětí na rozhraní 
Jak je vidět z Obr. 31a)c) s uvažováním tečného posunutí prvku mění křivky charakter, 
avšak všimněme si na Obr. 31a) při uvažování t = 0,02 mm stoupla hodnota maxima 
dělící síly téměř na 1,7 násobek. Pro případ t = 0,01 mm – Obr. 31b) je to již přibližně 
2,8 násobek. Pro případ celkového posunutí u = 0,01 mm Obr. 31c) se závislost velice 
podobá Obr. 31b), i když maximální hodnota dělící síly mírně poklesla. 
Avšak trendy křivek se stávají věrohodnějšími při předepsání posunutí t. Z  Obr. 31a)c) 
plyne, že se musí zákonitě změnit i hodnota předepisovaného normálového napětí, která 
nemusí již odpovídat hodnotě pevnosti betonu v tahu. Na Obr. 31d) byla uvažována 
hodnota normálového napětí jako 2 / 2 tf . Z výsledků na Obr. 31 plyne, že k řešení pro 
jinou topologickou konfiguraci vazeb vzorku, než je podepření uprostřed, je nutné znát 
přesně hodnoty, které vstupují do výpočtu. Z toho důvodu je řešení nejpřesnější pro jednu 




6.6 MODEL PORUŠENÍ S UVAŽOVÁNÍM KOHEZIVNÍ ZÓNY (VÁLCOVÝ VZOREK) 
Posledním případem, který byl řešen, bylo zjistit, jaký je rozdíl mezi použitím 
krychlového a válcového vzorku.  Z výsledků výpočtového modelování kruhového vzorku 
v podmínce rovinné deformace plyne, že není podstatný rozdíl mezi řešením pro 
čtvercový nebo válcový vzorek, viz Obr. 32. 
 
Obr. 32 Graf závislosti dělící síly na CMOD pro válcový vzorek 
6.7 POROVNÁNÍ OPTIMÁLNÍHO REALIZOVANÉHO MODELU KOHEZIVNÍ ZÓNY  
S REŠERŠÍ 
Jedním z efektivních způsobů jak zjistit výstižnost výpočtového modelu, je jeho srovnání 
s experimentem nebo praxí ověřeným jiným výpočtovým modelem. Pro ověření 
správnosti modelu je zvolena rešerše Bretschneider et al. [3]. Srovnání je provedeno pro 
model geometrie a materiálu podle práce Bretschneidera [3]. Výsledky jsou prezentovány 
v grafu na Obr. 32. Lze říci, že řešení pomocí kohezivních prvků Obr. 33b) dává dobrou 
shodu s výsledkem uvedeným v rešerši – Obr. 33a). 
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Obr. 33 Porovnání výsledků Bretschneider a výpočtového modelu s kohezivními prvky 
  
a) Výsledek z práce Bretchsneidera [3] 
b) Výsledek řešení pomocí kohezivních prvků INTER202 
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7. ZÁVĚR 
Kohezivní zónu lze výpočtově modelovat více způsoby, také výpočtovým MKP programem 
ANSYS. Jako nejrychlejší a nejjednodušší a zároveň takový, který dává dobrou shodu 
s vybranou rešeršní studií, je řešení kohezivní zóny pomocí prvků INTER. Tyto prvky 
hlavně slouží k řešení delaminace, ale pro modelování porušování betonu jsou vhodné. 
Simulacemi bylo prokázáno, že nejvýhodnější vzorek je takový, který je podepřen 
uprostřed (pod zářezem) a jeho zářez sahá přibližně do poloviny jeho hloubky – viz Obr. 
34. Toto také prokazuje provedená rešeršní studie, v níž autoři využívají právě této 
geometrické a topologické konfigurace. 
 
Obr. 34 Optimální řešení 
V takovém případě je trhlina nejstabilnější a modelování pomocí INTER prvků 
nejpřesnější. Tento model byl ověřen pro materiál a rozměry vzorku podle Bretschneider 
et al [3]. Bylo dosaženo dobré shody výpočtového modelu s rešeršní studií – kap. 6.7. 
Pro jiné případy podepření, je nutno zvážit hodnotu normálové složky napětí a tečného 
posuvu prvku jako vstupní parametr do výpočtu. Kohezivní zónu lze řešit i podobným 
způsobem pomocí kontaktních prvků, ale takovéto simulace se neosvědčily, jelikož je 
třeba více vstupních parametrů, které jsou velice citlivé na svoji změnu. Dalšími 
uvažovanými možnostmi řešení bylo výpočtové modelování kohezivní zóny s uvažováním 
lineárního zatížení zavírajícího trhlinu nebo předepsání změny materiálu v závislosti na 
teplotě. Oba tyto modely poskytly obdobné výsledky, avšak ty se neshodují s rešeršní 
studií provedenou v kapitole 3.  
Lze uzavřít, že přesnějšího výsledku bude zřejmě dosaženo v případě využití modelu 
kohezivní zóny pomocí delaminačních prvků a tento model by vycházel z přesně určené 
cesty trhliny v kvazi-křehkém nehomogenním materiálu.  
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8. SEZNAM POUŽITÝCH SYMBOLŮ A ZNAČEK (DLE VÝSKYTU 
V TEXTU) 
L [mm] .................................................. rozměr vzorku 
a0 [mm] ................................................. počáteční hloubka zářezu 
h [mm] .................................................. rozměr vzorku 
E [MPa] ................................................. Youngův modul pružnosti 
ft [MPa] ................................................. pevnost betonu v tahu 
wc [mm] ................................................. kritické otevření trhliny 
W [mm] ................................................. rozměr vzorku 
a [mm] ................................................... hloubka zářezu, délka trhliny 
fc [MPa] ................................................. krychelná pevnost betonu v tlaku 
 [MPa] .............................................. tangenciální napětí 
KI,KII,KIII [MPa√m] ............................... faktor intenzity napětí pro mód I, II, III 
k1, k2, k3 [MPa√m] ................................ Sihovy součinitele napětí 
r [mm] ................................................... vzdálenost od čela trhliny 
 [J/m3] .................................................. hustota deformační energie 
W [J]...................................................... energie napjatosti, přetvárná energie 
V [m3] .................................................... objem elementárního prvku 
S [√m] .................................................... součinitel hustoty deformační energie 
,  [-] .................................................... Poissonovo číslo 
 [°] ....................................................... úhel šíření trhliny  II mód 
 [°] ....................................................... úhel šíření trhliny  III mód 
u [mm] .................................................. deformační posunutí 
 [-]........................................................ relativní hloubka zářezu 
Fmezní [N/m] ........................................... mezní síla 
 [W/(mK)] ........................................... součinitel tepelné vodivosti 
t [mm] .................................................. tečné posunutí prvku 
n [mm] .................................................. normálové posunutí prvku 
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